Modern Fysik VT2011

Hemtal 2: Kvantmekanik

Senaste inlamningsdatum: 2011-03-23

1. Enstrdle av elektroner med kinetisk energi E = 0.4 eV infaller fran x <0 mot ett
potentialsteg vid x=0:
0 <0
V(x)= { *

V,=02eV x>0

(a) Bestam transmissionskoefficienten, som ges av
_lefy
- 2
Al v,
dar A ar amplituden hos inkommande vagfunktion, C amplituden hos transmitterad
vagfunktion, v,, ar hastighet hos inkommande elektroner, och v, hastigheten hos

trans

trans
transmitterade elektroner.
(b) Bestam aven transmissionskoefficienten hos protoner med samma energi.

2. Tillstandet hos en harmonisk oscillator ges vid tiden 7 =0 av

1 3
y(x)= SV (x)+ %llfl (x)

dar y,(x) ar grundtillstandet och y,(x) ar forsta exciterade tillstandet.

(a) Vilka mojliga varden kan en matning av energin i detta tillstdnd ge och med vilka
sannolikheter fas dessa varden?

(b) Bestam vantevardet och osdkerheten i energin vid 1 =0.

(c) Bestam vantevardet hos positionen och rérelsemangden vid tiden 7.

(d) Bestam vantevardet hos potentiella energin och kinetiska energin vid tiden ¢ .

Att studera vidare: En sddan kvantmekanisk oscillator har nyligen tillverkats. Detta har
utsetts till 2010 ars viktigaste vetenskapliga genombrott. Lds om detta
ihttp://www.nature.com/nature/journal /v464/n7289/abs/nature08967.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Quantum machine
http://www.sciencemag.org/content/330/6011/1604.full




LOSNINGSFORSLAG

1. Losningen till Schrédinger-ekvationen ar

] Ae™+Be™ x<0
y(x)=

Ce™'™ x>0
dar
k> hk"” 2mE 2m(E -V
E= = +V0:>k=\/m =\/m( )
2m 2m fi fi
Kontinuitetsvillkor:
A+B=C
kKA—-kB=k'C
:>2kA:(k+k‘)C:>£: 2
A 1+k'k

Hastigheten gesav mv=p=hk =v=hk/m
Transmissionskoefficienten ar

Med E=4eV,V,=2eVfas

v k' 4 JE-V,  4JI-V,/E

v (1+k'/k) * (1+\/E V,INEY NE 1+ J1-V,/E)

_ ai-12
(1+1-1/2)

Samma svar fas for protoner eftersom massan inte ingar i slututtrycket.

(2p)



2. Tillstandet ar
W(x,1) =W, (x,0) + ey, (x,0) = 2y, ()™ + ﬁl/ll (x)e

1 1/2 2)(
x) = e—.)c2/2a2 , X :( ] e—x 2/24*
¥, (x) (—a ’_7;) v, (x) rade ) 2
E,=1how E =3ho ,a=~h/mo

(a) En métning av energin ger energiegenvardet E, = 3 i med sannolikheten

iEyt/h

|co|2 =1/4,0ch E, =(1+$)ho = 2 hiw med sannolikheten |c]|2 =3/4.Inga andra
varden kan f3s.

(2p)
(b)
(EY=|c,[ E, +|e,[ E, =1+ -tho+32 2ho=3ho
(E*)= leo| E2 +|c,| E, =1-1(hw) +2 2(hw) = 1(hw)
AE = \/Ez (EY’ —\/——(%) ho=2ho
(2p)

(c) Positionsvantevardet vid tiden t:

(x)= T = TX|COW0(X’I)+61W1

—oco )

= J. xcW o (x) + xewr? (x) + ¢ e Xy, (0w, (x)(ei(E"_E‘ iy i Eo=E ) dx
e =2 cos wt

De tva forsta termerna ger noll eftersom integranderna ar udda. Sista termen ger

(x)=2c¢,c, cosmt I XYW, dx =

1 1/2 1 1/2 2x
= 2.%.%(:080)1‘ [ . Jxe—.x'/Za _e—x /2a dx:
ax/; 2a\/; M a

= 3/zcosa)toj X 2e""z/“zdx
= “\/; 15

Man ska undvika att integrera funktioner pa denna form. Byt i stillet till en
dimensionslos integrationsvariabel:

{x)= \/\3/? cosor - a T (gjz e‘*z/“zd(gj _

)

=J3/_2 - 2z

cosmt - a'[y2 > dy = N a=~cos o1 =

J—CICOSG)Z‘ =

COS wt



Rorelsemangdsvantevardet:

(p)= [ Wt py(x.nyde =

—i(E,—Ey)t/h

= [ (v, )Py, () + ey, (py, (1) +¢,cie Vo ()P, (x) +

+cyce’t )’/hl/ll (X)py, (x)dx =
— 0 + 0 _lh J( —iot _—x*/12a* i 2‘x —x*124* + eiwt 2_')(:e—x2/2a2 ie—xz/Za2 jdx —
\/_a\/_ dx a a dx

2
_ _lh —za)l x —x*/a? iot 2 X —x*/a* d _
= —E)e e e =
4 \/ N a aa

—7 2, 2 . 2 2,2
_ £ lh 2-[ —iot 'x_2 e—x la® elﬂ)l x_ze—x /a di —
4 2a\rn a a

\/— —i T —iot -y iot
i S g U

V3 —in Cion AN AN
:T\/Ea\/g‘z[e [\/E—Tj—e 7]—

NER/ e — e \/§ ho. f?)hma) .
=—— -2 - =—,|/——SsImmwt =-— Sin wt
4 a 2i 8a 8 (2p)

Kommentarer: 1. Alternativt kan man l6sa problemet med Ehrenfests teorem:

d
(p)= md—<x> . 2.1bundna stationira tillstdnd blir <p>=0. Detta ar inte nédvandigtvis
t

sant i bundna icke-stationdra tillstand, eftersom systemet dar kan utféra en oscillerande
rorelse. For att tillstdndet ska vara bundet maste dock tidsmedelvardet av <p>=0.
(e) Potentiella energin:

<x2>= ]ix = Ix2|c0l//0(x,t)+c,l//1

—oo —oco

2 2.2 ( t(EO—El)r/h+e—i(E0—El)t/h) dx =

ol//0 (X)+x"cy,; (x)+COC1x V(0w (x)|e
%f—d

udda, ger =0

1 1 2 _x2/a2+3 1 4x4 —x2/a? d
—- xe — ¢ x =
4 alrm 4 2am &

a’

Il
glg*—»X

Il
‘—.8

2 iy \65 3> W 5,
Jye dy+ Jy . =—a
4\[_ 2 odn 4 4
1 2 2 5 2 2 5
=(V)=—mo <x >:—ma)a =—hw
2 8 8
Kinetiska energin:
55 5
<KE)=(E>—(V):(Z—g)hw=§hw
(2p)

Kommentar: Detta problem dr mycket enklare med stegoperatormetoder som
introduceras i kommande kvantkurser.



